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ΜΑΘΗΜΑ  45                                
ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ     1η    ∆ΕΚΑ∆Α                                    

 
1. 
∆ίνεται η συνάρτηση  f (x) = ex(x −α)  και το σηµείο  Α(α, 0)  µε α > 0  
i)     Να µελετηθεί η  f  ως προς την µονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα, τα 
        σηµεία καµπής και τις ασύµπτωτες.  
ii)    Για τις διάφορες τιµές του  α  να βρείτε την εξίσωση της καµπύλης στην οποία  
       κινείται  
       α)  το ακρότατο της  f  
       β)  το σηµείο καµπής της  f 
iii)  Να βρεθεί το εµβαδόν  E(λ)  του χωρίου που ορίζεται από τον άξονα  x΄x , τη  Cf  
       και την ευθεία  x = λ < 0 . 
iν)   Να βρείτε το lim ( )

λ→−∞
Ε λ  

ν)    Αν το Α  κινείται µε ταχύτητα  υ = 3cm/s ,  να βρείτε το ρυθµό µεταβολής του  
       εµβαδού , τη χρονική στιγµή κατά την οποία είναι  α = 5. 

Προτεινόµενη λύση 

i)  
fA = ℝ   στο οποίο η  f  είναι συνεχής και δύο φορές παραγωγίσιµη   

f ΄(x) =  ex(x −α ) + ex  =  ex(x −α + 1)     

f ΄(x) = 0     ⇔      ex(x −α + 1) = 0     ⇔     x = α−1 

                        Πρόσηµο της f ΄ και µονοτονία της  f  

x − ∞                 α−1                    + ∞  

f΄            −            0              +  

f          ց             |              ր  

        Παρουσιάζει  ελάχιστο για x = α−1,   το f( α−1) = −eα-1     (1) 

f ΄΄ (x) =  ex(x −α + 1) + ex  =  ex(x −α + 2)  

f ΄΄(x) = 0    ⇔     ex(x −α + 2) = 0     ⇔     x = α−2  

                     Πρόσηµο της f ΄΄ και  κυρτότητα  της  f  

x − ∞                 α−2                    + ∞  

f΄΄            −           0              +  

f 
             │          

                          Παρουσιάζει καµπή για   x = α−2 

                   Το σηµείο καµπής είναι το (α−2 , −2eα-2 )       (2) 

 

Αν µπερδεύεις τη χρήση 
των  ⇒ ,  ⇔ ,  εσύ βάνε 
όποιο θέλεις. 
Τυφλά :   ⇔  βάνουµε 
στην πορεία λύσης  
          εξίσωσης   
          ανίσωσης  
        συστήµατος 
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Επειδή η  f  είναι συνεχής στο ℝ , δεν έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες  

λ = 
x

f (x)
lim

x→−∞
 = 

x

x

e (x )
lim

x→−∞

− α
=  

                      = x

x

x
lim e

x→−∞

− α ⋅ 
 

  

                      = x

x
lim e
→−∞

⋅
x

x
lim

x→−∞

− α 
 
 

 = 0⋅1 = 0  

β = ( )
x
lim f (x) x
→−∞

− λ = 
x
lim f (x)
→−∞

=  x

x
lim e (x )
→−∞

− α  = ( )0 −∞    

                                                   = 
xx

x
lim

e−→−∞

− α
= 

−∞
+∞

  

                                                   = 
xx

(x )
lim

(e )−→−∞

′− α
′

 

                                                   = 
xx

1
lim

e−→−∞ −
= 

1 
 −∞ 

 = 0  

Εποµένως η ευθεία  y = 0 είναι οριζόντια ασύµπτωτη στο   – ∞  

λ = 
x

f (x)
lim

x→+∞
= 

x

x

e (x )
lim

x→+∞

− α
     

                      = x

x

x
lim e

x→+∞

−α ⋅ 
 

  

                      = x

x
lim e
→+∞

 ⋅
x

x
lim

x→+∞

− α 
 
 

=  (+∞ ). 1 = +∞   

Άρα  ασύµπτωτες στο  +∞    δεν υπάρχουν  

ii)  

α)     Έστω   Μ(x, y)  το τυχαίο ακρότατο    
(1 )

⇔     x = α−1    και    y = −eα-1 

                                              (απαλοιφή το  α)       α = x + 1   και    y = −eα-1 

                                                                                                           y = −ex 

        Επειδή  α > 0,  θα είναι   x + 1 > 0    ⇔    x >  – 1  

        Άρα  η  καµπύλη του ακρότατου  έχει εξίσωση      y = −ex  ,   x > –1            

β)    Οµοίως βρίσκουµε ότι το σηµείο καµπής   Ν(α−2 , −2eα-2 ) κινείται στην  

        καµπύλη      y = −2ex ,   x > −2 . 

iii)  

f(x) = 0   ⇔    ex(x −α) = 0   ⇔    x = α.  

Το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι το [λ,  α] , στο οποίο η f είναι συνεχής και  

f(x) ≤  0  για κάθε x∈[λ,  α] 
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Ε(λ)  = xe (x )dx
α

λ
− −α∫  = xe (x )

α

λ
 − −α  + xe dx

α

λ∫          (παραγοντική)  

                                        = xe (x )
α

λ
 − −α    +  xe

α

λ
 
     

                                        =  eλ(λ−α−1) + eα  . 

iν)  

lim ( )
λ→−∞

Ε λ = lim e ( 1) eλ α

λ→−∞
 λ − α − +   = lim e ( 1)λ

λ→−∞
λ − α −   +  eα       (3) 

Όµως      lim e ( 1)λ

λ→−∞
λ − α − = 0·( − ∞ )  = 

1
lim

e−λλ→−∞

λ − α −
= 

−∞
+∞

  

                                                            = 
1

lim
e−λλ→−∞ −

= 0    

(3)    ⇒      lim ( )
λ→−∞

Ε λ = eα  

ν)  

Ε(t) = eλ(λ−α(t) −1) + eα(t)   

Ο ρυθµός µεταβολής του εµβαδού είναι  

Ε΄(t) = −α΄(t)eλ + α΄(t) eα(t)   

Οπότε , τη χρονική στιγµή κατά την οποία είναι α = 5 , ο ρυθµός µεταβολής είναι  

Ε΄(5) =−3 eλ + 3e5   
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2. 
i)    ∆είξτε ότι για κάθε   z1,  z2∈C   ισχύει    1 2 1 2 1 2z z z z 2 i Im(z z ).⋅ − ⋅ =  

ii)   Αν  συνάρτηση  f : [α, β] →ℝ   έχει συνεχή πρώτη παράγωγο   και  

       z = f(α) + βi ,    w = f(β) + αi,     zw z w 0− ⋅ = ,   όπου  α, β ετερόσηµοι   

       µε    f(α)f(β) ≠ 0 ,  δείξτε ότι  

       α)   H εξίσωση  f(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα  (α,  β) 

       β)  f (x)dx xf (x)dx 0
β β

α α

′+ =∫ ∫          

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Γνωρίζουµε ότι   z− z= 2i Im(z) .    Όπου  z   θέτουµε   1 2z z      

                            1 2 1 2 1 2 1 2z z z z    z z z z− = −   =   2i Im( 1 2z z ) 

ii)  

z w z w 0⋅ − ⋅ =     
( i )

⇔     2i Im(z w⋅ ) = 0     ⇔      Im(z w⋅ ) = 0      (1) 

Αλλά    z w⋅  = [f(α) + βi][  f(β) −  αi] =  

                      = [f(α)f(β) + αβ] + [ βf(β) −  αf(α)] i 

(1)    ⇔      βf(β)−  αf(α) = 0     ⇔     βf(β) =  αf(α)       (2)  

α)     Η  f  είναι συνεχής στο  [α,  β]  εφόσον είναι παραγωγίσιµη σ’ αυτό µε  

        f(α)f(β)   
( 2 )

=     f(α) 
f ( )α α
β

= 
α
β

f 2(α) < 0       (αφού   α, β ετερόσηµοι)   

        Συνεπώς ,  µε βάση το θεώρηµα Bolzano,  θα υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈(α,  β) 

        έτσι ώστε  f(ξ) = 0 

β)   f (x)dx xf (x)dx
β β

α α

′+ =∫ ∫   f (x)dx
β

α
∫ + [xf(x) ]βα −  f (x)dx

β

α
∫ = [xf(x) ]βα  

                                         
( 2 )

=   βf(β) −  αf(α) = 0   

 

 

 

 

 
 
 
 

Συχνά, το επόµενο  
ερώτηµα το προσαρ- 
µόζουµε σε προη- 
γούµενο. 



 

 

5 

y

x
-

1

6

O 1

α

α

α

3. 

 Έστω η συνάρτηση   f(x) =
3 2x x

3 2
−   ,   x∈ℝ      

i)     Να βρείτε το σύνολο τιµών της  f ,  τα διαστήµατα µονοτονίας , τα 
       διαστήµατα  κυρτότητας  και µε βάση όλα αυτά να σχεδιάσετε τη  Cf   
ii)    Να βρείτε το πλήθος των πραγµατικών ριζών της εξίσωσης   f(x) = α ,  
       όπου  α∈ℝ  

Προτεινόµενη λύση 

i)  
Είναι  

x
lim f (x)
→−∞

= − ∞ ,     
x
lim f (x)
→+∞

= + ∞     και  f  συνεχής  στο  ℝ . 

Άρα  το σύνολο τιµών είναι  το   (− ∞ ,  +∞ ) 

f ΄(x) = x2−x = x(x−1) 

f ΄(x) = 0    ⇔     x(x−1) = 0    ⇔     x = 0   ή    x = 1 

                             Πρόσηµο της f ΄ και µονοτονία της f  

x − ∞               0                1                +∞  

f΄         +           0       −       0        + 

f        ր           |       ց      |        ր  

 

Η  f  παρουσιάζει  τοπικό µέγιστο  για  x = 0 ,   το  f(0) = 0 

                              τοπικό ελάχιστο  για  x = 1 ,   το  f(1) = 
1

6
−  

f ΄΄ (x) = 2x−1  

f ΄΄ (x) = 0    ⇔    x = 
1

2
 

                       Πρόσηµο της   f ́ ΄ και κυρτότητα της  f  

x − ∞                 1/2                    + ∞  

f΄΄            −           0              +  

f 
             │          
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ii) 

•       Όταν   α < 
1

6
−   ,    η ευθεία   y = α  θα έχει µόνο ένα κοινό σηµείο µε τη  Cf ,  

        άρα η εξίσωση   f(x) = α  θα έχει µία µόνο  ρίζα 

•       Όταν   α = 
1

6
−   ,    η ευθεία   y = α  θα έχει  δύο κοινά σηµεία µε τη  Cf ,  

        άρα η εξίσωση   f(x) = α  θα έχει δύο ρίζες   

•       Όταν   
1

6
−  < α < 0  ,    η ευθεία   y = α  θα έχει  τρία κοινά σηµεία µε τη  Cf ,  

        άρα η εξίσωση   f(x) = α  θα έχει τρεις ρίζες   

•       Όταν   α = 0  ,    η ευθεία   y = α  θα έχει  δύο κοινά σηµεία µε τη  Cf ,  

        άρα η εξίσωση   f(x) = α  θα έχει δύο ρίζες   

•       Όταν   α > 0  ,    η ευθεία   y = α  θα έχει µόνο ένα κοινό σηµείο µε τη  Cf ,  

        άρα η εξίσωση   f(x) = α  θα έχει µία µόνο  ρίζα 
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4. 
 Έστω η συνάρτηση   f(x) = x lnx−x + 1 .  
i)    Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία , ακρότατα , και σύνολο τιµών  
ii)   Να βρεθεί το πλήθος των ριζών των εξισώσεων    f(x) = e-2 ,    f(x) = e2 
iii)  Να δείξετε   xx ≥ e x-1  για κάθε  x > 0 
iν)  Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου το οποίο ορίζεται από τη  fC ,  τον άξονα των x  
      και τις ευθείες µε εξισώσεις   x =1  και   x = e 
Προτεινόµενη λύση 

i)  
Αf  =  (0,  +∞)  στο οποίο η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη µε  

f΄(x) = lnx  

f΄(x) = 0   ⇔    x = 1 

                        Πρόσηµο της f ΄ και  µονοτονία της f  

x 0                      1                    + ∞ 

f΄            −           0              +  

f          ց            |             ր  

 

Από τον πίνακα βλέπουµε ότι η f  παρουσιάζει  ελάχιστο για  x = 1,   το  f(1) = 0  

x 0
lim f (x)

→
= ( )

x 0
lim x ln x x 1

→
− +  =  

x 0
lim

→
(xlnx) – 0 + 1      (1) 

Αλλά    
x 0
lim x ln x

→
= ( )0 −∞  = 

x 0

ln x
lim

1

x

→
 = 

−∞
+∞

  = 
x 0

2

1

xlim
1

x

→
−

 =  
x 0
lim( x)

→
−  = 0   

(1)   ⇒    
x 0
lim f (x)

→
 =  0−0 + 1 = 1        (2) 

x
lim f (x)
→+∞

 = ( )
x
lim x ln x x 1
→+∞

− +  = (+ ∞) − (+ ∞)   

                = 
x

1
lim x ln x 1

x→+∞

 − + 
 

= (+ ∞) (+∞−1 + 0) = + ∞     (3) 

Από τις  (2),  (3)   και  f(1) = 0 , συµπεραίνουµε ότι    

           f(A) = [0,  1) ∪ [0,  + ∞) = [0,  + ∞)  

ii)  
•     Λύση των εξισώσεων στο διάστηµα  (0,  1] ,   

       έχοντας  f[ ](0,  1]  =  [0,  1)  

       Eπειδή    e-2∈[0,  1) ,  η εξίσωση  f(x) = e-2   

      έχει µία τουλάχιστον ρίζα 1x  στο  (0,  1],   

       η οποία είναι µοναδική , αφού η f είναι  

       γνησίως φθίνουσα στο (0,  1] . 

       Επειδή  e2∉[0,  1) ,  η εξίσωση  f(x) = e2   είναι αδύνατη στο (0  , 1] 

Εδώ ένα πρόχειρο σχήµα  
κρίνεται  απαραίτητο  
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•     Λύση των εξισώσεων στο διάστηµα  [1,  +∞ ) ,  έχοντας  f[ ][1,  + )∞  =  [0,  +∞) 

       Eπειδή   e-2∈[0,  +∞) ,  η εξίσωση  f(x) = e-2  έχει µία τουλάχιστον ρίζα  2x  στο  

       [1,  +∞ ),  η οποία είναι µοναδική , αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο [1,  +∞ ) 

       Eπειδή    e2∈[0,  +∞) ,  η εξίσωση  f(x) = e2  έχει µία τουλάχιστον ρίζα  3x  στο  

       [1,  +∞ ),  η οποία είναι µοναδική , αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο [1,  +∞ ) 

Τελικά η εξίσωση  f(x) = e-2  έχει δύο ακριβώς ρίζες ,  ενώ η  f(x) = e2  µία ακριβώς  

iii)  

xx ≥ e x-1      ⇔     ln xx  ≥ lne x-1       

                             xlnx ≥ (x−1)lne    

                             xlnx ≥ x−1      

                             xlnx – x +1 ≥ 0     ⇔     f(x) ≥ 0  που ισχύει , αφού f(x) ≥ f(1) = 0 

iν)  

Το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι το  [1,  e] , στο οποίο η f είναι συνεχής και  f(x) ≥ 0. 

Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι     

Ε  = 
e

1
(x ln x x 1)dx− +∫ = 

e

1
x ln xdx∫ −  

e

1
xdx∫ +

e

1
dx∫    

                                       = 
2e

1

x
ln xdx

2

′ 
 
 

∫ −
e2

1

x

2

 
 
 

+ [ ]e

1
x    

                                       = 
e2

1

x
ln x

2

 
⋅ 

 
−

e

1

x
dx

2∫ −
e2

1

x

2

 
 
 

+ [ ]e

1
x  

                                       = 
e2

1

x
ln x

2

 
⋅ 

 
−

1

2

e2

1

x

2

 
 
 

−
e2

1

x

2

 
 
 

+ [x e
1]  =  e−

1

4
e2−

1

4
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Προσαρµογή στις υποθέσεις 
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5. 
Έστω συνάρτηση   f : ∗ℝ → ℝ  για την οποία ισχύουν 
                  f(1) = f(−1) = 1         
                  f(x) > 0   για κάθε  x∈ ∗ℝ  
                  2f(x) + xf ́(x) = 0  για κάθε  x∈ ∗ℝ  

i)     Να  αποδείξετε ότι   f(x) = 
2

1

x
,   x∈ ∗ℝ  

ii)    Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της  fC   στο σηµείο  (α, f(α)) ,   
       όπου   α≠ 0   και να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη  έχει και δεύτερο κοινό  
       σηµείο µε τη  fC . 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Για κάθε  x∈ ∗ℝ    είναι    2f(x) + xf́ (x) = 0     ⇔      
f (x)

f (x)

′
 = −

2

x
  

                                                                                     ( )ln f (x) ′  =  (−2ln|x|)́      

                                                                                     ( )( )ln f x ′  =  (−2ln|x|)́       (1) 
•      Στο διάστηµα   (–∞ ,  0) 
        (1)    ⇒      lnf(x) = –2ln(–x) + 1c     (2) 
        Για  x = –1,   η    (2)    ⇒      lnf(–1) = –2ln1 +1c   
                                                      ln1 =  –2ln1 +1c   
                                                      1c  = 0 

        Η  (2)  γίνεται   lnf(x) = –2ln(–x)   ⇔    lnf(x) = ln(–x 2)−  

                                                                        f(x) = (–x 2)−     

                                                                        f(x) =  
2

1
( x )−

 =  
2

1
x

  στο   (–∞ ,  0)   

(3)  

•      Στο διάστηµα   (0,  +∞ ) 

        (1)    ⇒      lnf(x) = –2lnx + 2c       (4) 
        Για  x = 1,   η    (4)    ⇒      lnf(1) = –2ln1 + 2c   

                                                      ln1 =  –2ln1 + 2c   
                                                      2c  = 0 

        Η  (4)   γίνεται    lnf(x) = –2lnx    ⇔     lnf(x) = ln 2x−  

                                                                       f(x) = 2x−  =  
2

1
x

  στο   (0,  +∞ )    (5) 

Από τις  (3),  (5)    ⇒      f(x) = 
2

1
x

  στο   ∗ℝ  

ii)  

f(x) = 
2

1

x
 ,   άρα   f ́ (x) = −

3

2

x
   

Εφαπτοµένη στο ( α,  f(α)) :    y−  f(α) = f ΄(α)(x −α)    ⇔       

Πάµε σε   παράγωγος = παράγωγος 

Για να εφαρµοστεί το  
θεώρηµα απαιτείται  
διάστηµα και όχι  
ένωση διαστηµάτων 
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                                                 y−
2

1

α
 = −

3

2

α
 (x−α)   

                                                 y = −
3

2

α
 x + 

2

3

α
 

Τα κοινά σηµεία της  fC  µε την εφαπτοµένη έχουν τετµηµένες τις λύσεις της 

εξίσωσης     −
3

2

α
 x + 

2

3

α
= 

2

1

x
    ⇔     2x3−3αx2 + α3 = 0     (Horner για x = α ) 

                                                                  (x−α)(2x2−αx−α2) = 0    

                                                                  x – α = 0    ή     x = α    ή  x = 
2

α
−  

                                                                  x = α   διπλή ρίζα   ή  x = 
2

α
−   

οπότε η εφαπτοµένη έχει µε τη  fC  κοινό και το σηµείο    Κ ( ),   f
2 2
α α − − 

 
 

                                                                                             Κ
2

4,   
2

 α− 
α 
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6. 
i)     ∆είξτε ότι για τους µιγαδικούς αριθµούς  z1, z2  ισχύει η ισοδυναµία 

                   
2 2 2

1 2 1 2z z z z   + = − ⇔    Re( )1 2z z = 0 

ii)    Έστω  συνάρτηση   f : [α, β] →ℝ    συνεχής  στο   [α, β],    z = α2 + if(α) ,     

       w = f(β) + iβ2   µε   α·β ≠ 0    και    2 2 2
w  z z w+ = − .   Να αποδείξετε ότι  

       η εξίσωση   f(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο [α, β].  

Προτεινόµενη λύση 

i)  
2 2 2

1 2 1 2z z z z+ = −     ⇔     1 1z z⋅  + 2 2z z⋅ = 1 2(z z )− 1 2(z z )−                        

                                                  1 1z z⋅  + 2 2z z⋅ = 1 1z z⋅ − 1 2z z⋅ − 2 1z z⋅ + 2 2z z⋅      

                                                  1 2z z⋅ + 2 1z z⋅ = 0  

                                                  1 2z z⋅ + 2 1z z⋅ = 0 

                                                  2Re( )1 2z z = 0    ⇔   Re( )1 2z z = 0 

ii)  
2 2 2

w  z z w+ = −     
( i )

⇔     Re(w z)⋅ = 0      (1)  

Όµως     w z⋅  =  (f(β) + iβ2)( α2 −  if(α)) =  

                        =  f(β)α2 + f(α)β2 + [ α2β2− f(α)f(β)] i       

Άρα    Re(w z⋅ )  = f(β)α2 + f(α)β2     
(1 )

⇒      f(β)α2 + f(α)β2  = 0      

                                                                      f(β)α2  = – f(α)β2  

                                                                      f(β)  = – 
2

2

β

α
 f(α)  

                                                                      f(α) f(β)  = – 
2

2

β

α
 2f (α)   

Αν f(α) = 0 τότε από την f(β)α2 + f(α)β2  = 0 θα είναι και f( β) = 0  άρα  

α = ρίζα και β= ρίζα   

Αν  f(α) ≠ 0 τότε f(α) f(β) < 0 και επειδή   f  συνεχής στο  [α,  β] ,  κατά το  Θ. 

Bolzano,  η εξίσωση   f(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο  (α,  β)  

Τελικά η εξίσωση f(x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο [α,  β]  

 
 
 
 
 
 
 

∆οκιµάζουµε Bolzano.   
Αν δεν περπατάει, πάµε  
σε Rolle ή  Θ.Μ.Τ 
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7. 
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f :ℝ → ℝ ,  µε   f(1) = 1  

Αν για κάθε  x∈ℝ   ισχύει     g(x) =
x

1

3 1
| z | f (t)dt 3 z (x 1) 0

z
− + − ≥∫ , 

όπου  z =α + βi   δοσµένος µιγαδικός,   µε   α, β∈ℝ * ,   

i)     να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  και να βρείτε  
       την  ǵ . 

ii)    να αποδείξετε  ότι   
1

z z
z

= +  

iii)   µε δεδοµένη την σχέση του  (ii) ερωτήµατος ,  να δείξετε ότι  Re(z2) = −
2

1
 

iν)    Αν επιπλέον είναι   f(2) = α > 0 ,   f(3) = β    και  α > β,  να δείξετε ότι υπάρχει  

        xο∈ (2, 3)   τέτοιο ώστε   f(xο) = 0. 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Αφού η  f  είναι συνεχής στο ℝ ,  το ολοκλήρωµα στην συνάρτηση  g(x)  είναι 
παραγωγίσιµη   συνάρτηση , εποµένως η  g  είναι παραγωγίσιµη σαν  πράξεις 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων  µε    ǵ (x) = |z| f(x3) 3x2−3
1

z
z

+     (1) 

ii)   

Η υπόθεση    g(x) =
x

1

3 1
| z | f (t)dt 3 z (x 1)

z
− + −∫    για   x = 1  δίνει    g(1) = 0 

Η υπόθεση    g(x) ≥  0    γίνεται    g(x)≥  g(1)   για κάθε  x∈ℝ    

∆ηλαδή,  η παραγωγίσιµη συνάρτηση g  έχει  ελάχιστο  για  x = 1  εσωτερικό σηµείο 

του ℝ ,  οπότε ,  µε βάση το θεώρηµα του Fermat,  θα είναι   ǵ (1) = 0      (2) 

Η  (1)  για  x = 1  δίνει    ǵ (1)  =  |z| f(1) 3⋅1−3
1

z
z

+     

                                                  =  |z|⋅1⋅3⋅1−3
1

z
z

+      

                                                  =  3|z|−3
1

z
z

+     

(2)   ⇒     3|z|−3
1

z
z

+   = 0     ⇒     |z| = 
1

z
z

+    

iii)  

 |z| = 
1

z
z

+        ⇔      |z|2 = 
2

1
z

z
+     

                                     
1 1

z z z z
z z

  ⋅ = + +  
  
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                                    z z⋅ = z z⋅ + 
z

z
+ 

z

z
+ 

1

z z⋅
         

                                    
z

z
+ 

z

z
+ 

1

z z⋅
= 0                         

                                    z2 + 2z + 1 = 0                              

                                    z2 + 2z  = –1     ⇔      2 Re(z2) = –1    ⇔    Re(z2) = −
2

1
  

iν)   
Πάµε για  Bolzano  στο διάστηµα  [2,  3] 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι   f(2)f(3) < 0 ,   δηλαδή  αβ < 0    

και αφού  α > 0 ,  αρκεί  να αποδείξουµε  β < 0 

Γνωρίζουµε ότι    z = α + βi    ⇒     z2 = α2−β2 + 2αβi 

                                                         Re(z2 ) = α2−β2      

Αλλά    Re(z2) = −
2

1
  ,    άρα         −

2

1
 = α2−β2  

                                                         (α−β)(α + β) =−
1

2
< 0 

και επειδή   α – β > 0,   θα είναι      α + β < 0 

                                                         β < – α < 0 
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8. 
i)     ∆είξτε ότι η εξίσωση   2(x 1)2

2xe x 3 0− + − =    έχει µοναδική ρίζα  την  x = 1  

ii)    Έστω η συνάρτηση   f(x) = x 12
e −   και ο µιγαδικός αριθµός z = (x−3) + f(x)i .   

       Αποδείξτε ότι      z 5≥  

Προτεινόµενη λύση 

i)  
To  x = 1 είναι προφανής ρίζα της εξίσωσης ,  αφού την επαληθεύει.             

Έστω  η συνάρτηση   h(x) = 2(x 1)2
2xe x 3− + − ,   x∈ℝ  ,     

h΄(x)  = 2(x 1)2
2e − + ( )2(x 1) 22

2xe 2(x 1)− ′⋅ − + 1 

         = 2(x 1)2
2e − + 2(x 1)2

2xe 4x− ⋅ + 1 

          = 2(x 1)2
2e − + 8x2 2(x 1)2

e − +1 > 0    για κάθε x∈ℝ  

Οπότε η  h είναι γνησίως αύξουσα ,  άρα η ρίζα είναι µοναδική  

ii)  

z = (x−3) + f(x)i = (x−3) + i
2x 1e −    ⇒     |z| = 

22 2(x 1)(x 3) e −− +  

Θεωρούµε τη συνάρτηση     g(x) = 2 2(x 1)2
(x 3) e −− +  ,  x∈ℝ   που εκφράζει το  |z| 

g΄(x) = ( )2 2(x 1)

2 2(x 1)

2

2

1
(x 3) e

2 (x 3) e

−

−

′
⋅ − +

− +
=  

2(x 1)

2 2(x 1)

2

2

2(x 3) e 4x

2 (x 3) e

−

−

− + ⋅

− +
 

                                                                           = 
2(x 1)

2 2(x 1)

2

2

2x e x 3

2 (x 3) e

−

−

⋅ + −

− +
 

g΄(x) = 0     ⇔     
2(x 1)

2 2(x 1)

2

2

2x e x 3

2 (x 3) e

−

−

⋅ + −

− +
 = 0     ⇔    2(x 1)2

2xe x 3 0− + − =     (1) 

Όπως είδαµε στο  (i)  ερώτηµα,  µοναδική ρίζα της εξίσωσης  (1)  είναι η  x = 1 

                       Πρόσηµο της  ǵ  και  µονοτονία της  g  

α − ∞                   1                    + ∞  

g΄            −            0              +  

g          ց             |             ր  

 
Σηµείωση :  Για να βρούµε το πρόσηµο εκατέρωθεν του 1,  βάζουµε τις τιµές  

                          x = 0∈(–∞ ,  1)    και   x = 3∈(1,  +∞ ) 

Από τον πίνακα βλέπουµε ότι η g έχει  ελάχιστο για  x = 1 ,   

                    το g(1) = 2 2(1 1)2
(1 3) e −− +  =  4 1+  = 5  . 

οπότε   g(x) ≥ g(1) ,   δηλαδή   |z| ≥ 5  

Μοναδικότητα µέσα  
από τη µονοτονία 

Ανισότητα µέσα  
από τη µονοτονία 
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2

y

x
O

1
-1

9. 
Έστω οι συναρτήσεις  f , g   µε πεδίο ορισµού το ℝ  και η συνάρτηση  fοg , η οποία 
είναι  ‘1 ─1’ .   ∆είξτε ότι  
i)     η  g  είναι ‘1─1’. 
ii)    η εξίσωση   g(f(x) + x3−x)  = g(f(x) + 2x−1)   έχει ακριβώς δύο θετικές και µία  
       αρνητική ρίζα . 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Για οποιαδήποτε   x1,  x2 ∈ℝ   τέτοια ώστε    g(x1) = g(x2)   ⇒  

                                                                         f(g(x1) = f(g(x2))   

                                                                        (fog)(x1) = (fog)(x2)    

                     και αφού η fog είναι ‘1─1’                  x1 = x2     άρα η g είναι  ‘1─1’ 

ii)  
Αφού η  g  είναι  ‘1─1’,   η  εξίσωση    g(f(x) + x3−x) = g(f(x) + 2x−1)   γίνεται 

                                                               f(x) + x3−x = f(x) + 2x−1  

                                                               x3−3x +1 = 0   

Θεωρούµε τη συνάρτηση    h(x) = x3−3x +1 ,  x∈ℝ  

h΄(x) = 3x2−3  

h΄(x) = 0  ⇔   x =−1 ή x = 1 

                             Πρόσηµο της  h́  και µονοτονία της h  

x −∞             −  1                  1                + ∞ 

h΄             +         0        −        0         + 

h           ր          |       ց        |         ր  

                                                τ.µέγ.            τ.ελ 

                                            h(−1) = 3       h(1) = −1 

 

x
lim h(x)
→−∞

= 3

x
lim (x 3x 1)
→−∞

− + = 3

x
lim x
→−∞

= −∞                     Πρόχειρη γρ. παράσταση 

x
lim h(x)
→+∞

= 3

x
lim (x 3x 1)
→+∞

− + = 3

x
lim x
→+∞

= + ∞ 

•     Όταν   x∈(−∞ ,  −1]  

       τότε  το σύνολο τιµών της  h  είναι  το (−∞ ,  3] , 

       στο οποίο ανήκει το 0 ,  άρα η εξίσωση  h(x) = 0  

       έχει µία τουλάχιστον ρίζα.  Και επειδή η h είναι  

       γνησίως αύξουσα,  η ρίζα είναι µοναδική . 

       Προφανώς η ρίζα είναι αρνητική  

Μια µατιά στο µάθηµα 15, 
στον ορισµό και στο σχόλιο  5 
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•     Όταν   x∈[ −1,  1]  

       τότε  το σύνολο τιµών της  h  είναι  το  [-1,  3] , στο οποίο ανήκει το 0 ,  άρα η  

       εξίσωση  h(x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα.  Και επειδή η  h  είναι γνησίως 

       φθίνουσα,  η ρίζα είναι µοναδική.  

       Επί πλέον είναι   f(0) f(1) =  (03−3. 0 +1)( 13−3. 1 + 1) = 1 (–1) = –1 < 0 

       Οπότε,  κατά το  Θ.Bolzano,  η ρίζα ανήκει στο  (0, 1) ,  άρα είναι θετική. 

•     Όταν    x∈[1,  + ∞)  τότε το σύνολο τιµών της h είναι  το  [ −1,  + ∞) , στο οποίο  

       περιέχεται το 0 ,  άρα η εξίσωση  h(x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα,  και επειδή  

       η h είναι γνησίως αύξουσα,  η ρίζα είναι µοναδική . 

       Προφανώς η ρίζα είναι θετική  
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10. 
 Έστω οι συναρτήσεις  h ,  g   συνεχείς στο  [α, β] .   ∆είξτε ότι  

i)      Αν  h (x) > g(x)   για κάθε  x∈[α, β] ,  τότε h(x)dx g(x)dx
β β

α α
>∫ ∫  

ii)     Αν  f   παραγωγίσιµη   µε   f (x)f (x) e x 1−= + −    για κάθε x∈ℝ ,   και   f(0) = 0 ,  
        να βρείτε  την  f ΄ συναρτήσει της  f  

iii)    Nα δείξετε ότι    
x

2
 <  f(x) < x f ́ (x)  για κάθε   x > 0  

iν)     Αν  Ε  είναι το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη  fC   και τις ευθείες 

       x = 0,   x =1,  y = 0 ,     δείξτε ότι     
1 1

   f (1)
4 2

< Ε < . 

Προτεινόµενη λύση 

i)  
h (x) > g(x)    ⇒    h (x)−g(x) > 0  

                              [h(x) g(x)]dx
β

α
−∫  > 0                   

                              h(x)dx
β

α∫ − g(x)dx
β

α∫ > 0    ⇒    h(x)dx g(x)dx
β β

α α
>∫ ∫  

ii)  
f (x)f (x) e x 1−= + −    ⇒     f ́ (x) = f (x)f (x)e 1−′− +   

                                            f ΄(x) + f (x )f (x)e−′ = 1     

                                            f ΄(x)( 1 + f (x )e− ) = 1   ⇒     f ́ (x) = 
f (x)

1

1 e−+
    (1)  

iii) 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι     
1

2
 <  

( )f x

x
 <  f ́ (x) 

                                              
1

2
 <  

( ) ( )f x f 0

x 0

−

−
 <  f ́ (x) 

Πάµε για  Θ.Μ.Τ    στο διάστηµα   [0,  x] ,  όπου   x > 0 

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιµη στο [0,  x]  θα ισχύει το θεώρηµα µέσης τιµής. 

Oπότε,  υπάρχει  ξ∈(0,  x)  τέτοιο ώστε   f ́ (ξ) =
f (x) f (0)

x 0

−
−

         

Αρκεί  λοιπόν  να αποδείξουµε ότι     
1

2
 <  f ́ (ξ)  <  f ́ (x) 

Μας απασχολεί  η µονοτονία της  f ΄ ,  δηλαδή το πρόσηµο της  f ΄΄ 

(1)  ⇒     f ́ ΄(x)  = 
( )

( )

f (x)

2f (x )

1 e

1 e

−

−

′− +

+
= 

( )

f (x )

2f (x)

f (x)e

1 e

−

−

′

+
  > 0      (από την  (1)  είναι f ΄(x) > 0) 

 

 

∆ηµιουργήσαµε το 
κλάσµα του  Θ.Μ.Τ 
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Άρα η  f ΄ είναι γνησίως αύξουσα.  

Οπότε :     0 < ξ < x      
f  ′ ↑
⇒       f ́ (0) < f ́ (ξ) < f ΄(x)   

                                                  
f (0)

1

1 e−+
 < f ΄(ξ)  < f ́ (x)  

                                                  
0

1

1 e+
 < f ΄(ξ)  < f ́ (x)           

                                                  
1

2
 <  f ́ (ξ)  <  f ́ (x) 

iν)  

Από την    
x

2
 <  f(x)  <  x f ́ (x)    και µε βάση το  (i)  ερώτηµα  

έχουµε      
1

0

x
dx

2∫  < 
1

0
f (x)dx∫  < 

1

0
xf (x)dx′∫         

                
12

0

1 x

2 2

 
 
 

<  Ε  < [ ]10xf (x) −
1

0
f (x)dx∫    

                
1

4
 <  Ε  <  f(1) −E        ⇒       

1

4
 <  Ε    και     Ε < f(1) −E   

                                                                  
1

4
 <  Ε    και    2Ε < f(1) 

                                                                  
1

4
 <  Ε    και    Ε < 

1

2
 f(1) 

                                                                       
1

4
 <  Ε  <  

1

2
f(1)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


